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UBER DIE BEZIEHUNGEN,

ZWISCHEN DEN WURZELN IRREDUCTIBELER GLEICHUNGEN

INSBESONDERE WENN DER GRAD DERSELBEN EINE PRIMZAHL IST.

VON THEODOR SCHONEMANY,

MATHEMATICUS AM GYMNASIUM ZU BRANDENBURG A. H.

(GELESEN IN DET. SITZUNG DER MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICIIEN CLASSE AM XIX. APRIL MDCCCLIL)

Ungeﬁihr zwei Jahre, nachdem meine Abhandlung: ., Grundziige einer allgemeinen Theorie der hioheren
Congruenzen ete.”” (Crelle’s Journal, Bd. 31) erschienen war, machte mich der leider zu friih verstorbene
Professor Jaeobi darauf aufmerksam, dass der Hauptsatz jener Abhandhung bereits von Galois auf-
gezeiehnet sei in der Abhandlung: Sur la théorie des nombres, Seite 14 der von J. Liouville her-
ausgegebenen ,, Oenvres mathématiques d Evariste Galois.” (Exvtrait du Journal de Mathématiques pures
et applignées, tome XI, 1846), und forderte mich zugleich auf, den Prineipien der algebraisehen Untersu-
chungen von Galois nachzuforschen. Die Dunkelheit dieser Sehriften, die mir bis dahin giinzlich unbekannt
gewesen waren, bewirkten es, dass ieh leider erst nach dem Tode des Prof. Jaeobi zu einem Einblick in
diese einfachen und tiefen Sitze der hoheren Algebra gelangte. Es geschah dies bei dem Beweise cines
Saizes, der mir dureh gewisse Eigeuthiimlichkeiten der hdheren Congruenzen zu einem hohen Grade der
Wabrscheinlichkeit erhoben war. Dieser Satz heisst: Zwischen den Wurzeln einer irreduetibelen Glei-
chung, deren Grad eine Primzahl ist, kann keine Gleichung des ersten Grades mit rationalen Coéffieienten
stattfinden , ausser der bekannten, dass die Summe der Wurzeln gleich dem negativen ersten Coéfficienten
der irreduetibelen Gleichung ist. Indem ieh nun in den folgenden Blittern den strengen Beweis dieses
Satzes mittheile, habe ich vorziiglich die Absicht, die Principien, von welehen Galois in seinem beriihm-
ten, aber bis jetzt noch nieht aufgeklirten Aémoire sur les conditions de résolubilité des équations par
radicanz (S. 33 der Oeuvres mathématiques) ausging, ohne sic vollstindig auszuspreehen, in ein klares
Licht zu stellen. lch bemerke sogleieh, dass der Satz des §. 1 von Abel herrithrt, ebenso derSatz des §. 4,
der zugehorige Beweis aber von Galois. Der Satz des §. 6 ist von Galois zwar mehrfach angewendet,
aber weder hervorgehoben noch bewiesen worden: eben so verhillt es sich mit dem Satze des §. 11.
Auf die iibrigen Siitze und Beweise glaube ieh einen gerechten Anspruch zu haben, obgleich es

hiehst wahrscheinlich ist, dass Galois dieselben gekannt und angewendet hat.
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§. 1. Erklirung und Lehrsatz. Bedeutet f2 irgend eine ganze Funetion von x, welche sich
nieht in der Art in zwei Factoren von niedrigerem Grade zerfillen lisst, dass die Coéfficienten dieser
Factoren wieder rationale Functionen der Coéfficienten von fu sind, so heisst f2 ein irreductibeler Aus-
druck von .

Wenn fa ein irreduetibeler Ausdruck von  ist, so kann derselbe mit keinem anderen Ausdrueke
fix, dessen Coéfficienten ebenfalls rationale Funetionen der Coéffieienten von f2 sind, eine Wurzel ge-
meinschaftlich haben, ohne dass f; 2 durch f2 ohne Rest theilbar sei.

Beweis. Bestimmt man nach den gewohnlichen Methoden den grossten gemeinschaftlichen Theiler
zwischen f2 und f, 2, so ist dieser offenbar ebenfalls ein Ausdruek von @, dessen Coéfficienten rationale
Funetionen der Coéfficienten von fa sind. Wire dieser Theiler nun nicht £ selbst, so wiire er von nie-
drigerem Grade als f2 und mindestens vom ersten Grade. Demnach miisste also f einen solchen Factor
haben, was gegen die Voraussetzung ist.

§. 2. Erklirung und Lehrsatz. Sind a,, a,, . . . o, die Wurzeln des irreductibelen Ausdruckes
f@, und bedeutet pa cine rationale Function von 2, und den Coéfficienten von fa:, so soll der Ausdruck

(x—9a) (r—9a) ... (x—9a,)
der transformirte Ausdruck von fa heissen, und dureh £, @ bezeichnet werden.
Der transformirte Ausdruck ist entweder selbst irreductibel, oder die Potenz eines irreductibelen
Ausdruckes,
Beweis. Gesetzt f,a sei («2)” gz, wo ax und g rationale Ausdriicke von 2 und den Coéffi-
cienten von fx bedeuten, und m eine ganze Zahl ist, ferner a2 irreductibel und kein Factor von ¢z ist,

s0 ist auch :

fo(92) = (92—9u) (gx—on) ... (px—9a) = [e(¢2)]" ¢ (¢2)

und es muss daher entweder a (pa,) = 0 oder ¢(pa,) = 0 sein, mithin entweder «(¢2) = fo . q
oder g(9z) = fx. g sein, wo ga und ¢, & ebenfalls ganze rationale Functionen von 2 sind. Im
ersten Falle wiirde

a(pu) =a(ea,) =...a(pa) =0,

im anderen Falle
g (90) = ¢ (%) = ... ¢q(¢a) = 0 sein.

Setzt man nun statt @2, », so erhilt man
(z

und es miissten fiir den ersten Fall die Wurzeln von

o) (x—oa) ... z—oa) = (ex)" ¢z

o (—yw) z—oa)...—9a,) ’
7= = (ex)"

und fur den zweiten Fall die Wurzeln von

(e = E—%%) (z—%“j) L —oa)

mit gewissen Werthen von ¢a,, @d,, ... pa, zusammen fallen; daher miisste fiir den ersten Fall
g (pa) = 0, und fir den zweiten « (pa,) = 0 werden, wo v einen der Indices 1, 2, ... 2
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bedeutet. Daher miisste aber auch fiir den ersten Fall ¢ (¢a) und fiir den zweiten Fall « (p2) dureh fa
ohne Rest theilbar sein (§. 1). Mithin miissten in beiden Fillen ¢ (¢ @) und o (g2) durch f2 oline

Rest theilbar sein.  Setzt man nwun a(92) = fr.q2 ud ¢(p2) = f@.¢, &, so muss sowohl
a (pa,) als auch ¢ (pa,) = 0 sein.  Mithin haben die Ausdriicke « 2 und ¢ @ die Wurzel ga, gemein-

schaftlich, und es miisste sich dalier g2 ohne Rest durch «a theilen lassen.  Da dies gegen die Voraus-
setzung ist, so kann gar kein ga existiven , wnd f2 ist = (ca)™

§. 3. Lehrsatz. Ist fa irgend ein Ausdruek vom Grade », dessen Coéfficienten rationale Zahlen
sind (irreductibel oder nieht), und der nicht zwei gleiehe Wurzeln hat, so kann man stets eine unend-
liche Meuge von Primzahlen so bestimmen, dass, wenn man eine von ihnen mit p, und die Wurzeln
von [ mit o, %, . . . o, bezeichnet, der Ausdruek

ay 4 pos - play + .. Pl

einen andern Werth annelime, wenn man die Ordnung der Werthe o, a, . . . «, iindert, so dass also
jener Ausdruck durch simmtliche mogliche Permutationen 1, 2, 3, . . . n oder »! verschiedene Werthe
annehmen muss.

Beweis. Wir werden zuniichst annehmen, dass wenn

fr=a2 +qa" +a2"7+ ... +a

gesetzt wird, «, = 1 und die iibrigen Coéfficienten o, a,, . . . @, ganze Zahlen sind.  Bildet man nun
cinen Ausdruck I1 (2) dessen Wurzeln die Differenzen je zweier Wurzeln von f sind, so ist

I (2) = (m——(a, — ) ) (z—(t—)) .. .. (v— (2, — %))
(z—(%—a)) (at——(az—oq)) cee(r—( — %))

(.7;——(01“_,— a,)) (;L'—(au—ag)) ce (.z:—(an—an_,)) ,
und die Coéfficienten von I1(x) miissen symmetrisehe Funetionen der Wurzeln a,, a,. . . . a,, mithin
wieder ganze Zahlen sein. Setzt man nun vorans, p sei eine Primzall, die nicht in den letzten Coéfficienten
von I (@) oder in

(o0, — az)z (ax — a3)2 co (24— C‘n)2 (=,

aufgeht, so geniigt sie der eben aufgestellten Bedinguug.

0(3)? (ag—aoz, . (an_‘_, an)z

Gesetzt nimlich irgend zwei Ausdriicke der obigen Art,

oy pay +plog b oo P, und o pre oy - pEo, - pte gy - pi—tag,

WO Pos Py« » - pa_y die Zahlen 0, 1,2, ... u—1 in irgend einer Folge nur nicht in der eben hin-
geschriebenen bedeuten, wiren gleich, so wire die Differenz derselben 0, und man erhielte:

ay (1—pto) + o, (p—p*1) + . ..o, (pi ' —p—t) = 0.
Setzt man nun zunichst voraus , p, wire nieht ¢ sondern p,, so wire:
Uy — Oy = Ay po — aty (p—pt1) — oy (p°—pt) . . c— o, (P — prat) — o p",
wo aber in der Reilie der Ausdriicke
n—1

—a, (p—pt)—as (p°—pr=) ... —o, (P —prt) der Ausdruek — o, (p" — pt)

Denkschriften der mathem.-naturw. CL. V. Bd. Abhandl. v. Niehtmitgl. {
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fehlt. Setzen wir die rechte Seite jener Gleichung pk (o, @, . . . @), wo £ (&, a, . . . a,) eine ganze
ganzzahlige Funclion von den Werthen o, a, . . . a, bedeutet, so erhalten wir die Gleichung
oy — 0y = pk (o o . . . ).

Entwiekelt man nun die Gleichung fir p/4 (o, «, . . . &), indem man a,, a,...a, allen mogliehen
Permutationen unterzieht, und jeden sich ergebenden Werth als eine Wurzel derselben ansieht, so
wird diese von der Form:

[.1:—1) k(o o . .. a,,_la)] [ —pk(aa ... a,,_,)] ce [:v—p k(o oty ... a,)]
=a' +pZat'+ pPZa" 4. P =0

sein, wo P eine ganze Zahl ist, und Z,, Z,, . . . Z, als symmetrische Funetionen von o, «, ... a, eben-
falls ganze Zahlen sein miissen. Diese Gleichung miisste mit [T(2) =0 die Wurzel a,—a,,,, gemeinsehaft-
lich haben. Es miisste mithin das Produet:

[(a, -, +pZy (o —a) T+ Z,,])(
[(a, — a3) +pZ (g —a ) P ZI,] N4

[(a —a, 1)P +pZ(t—o_) + ...+ Zp] = 0 sein.
Hiernach miisste aber:
(o — )" (oy — )" o o (oy — )" X
(o —a)" (ay — )" oo (e —a)" X

............................

(an—l - ai)P (an - aZ)P LR (an - an—i)P
dureh p anfgehen, was nicht moglich ist, da nach der Voraussetzung die p* Wurzel dieses Ausdruckes
nieht durch p aufgeht, obschon sie eine ganze Zahl ist.
Ist nun aber p, =0, p, =1, p,= 2 ete. und endlich g, die erste Zahl die nicht mit = {iberein-

stimmt, und wire nun

ay+poy+ piag . pTra, = proay 4 ptoa, - peag 4 L. pPa—ta,,

so erhillt man dureh Subtraction und Division mit p™ die Gleichung:

Gt — Oyt = (PP Mgy 4 PP g+ o PEIPO) — (P g 4 PP + - A pTT)
wo aber aus der Reihe der Ausdriieke

mT p—m . . _
pra—ma, A PP P, 4= ... pt e der Ausdruck ptMay,

mi1

hinwegzulassen ist. Aber alle Exponenten g, —m, g, —m, (t,_, —m miilssen, wenn man eben p, —m
aus ihnen fortliisst, grosser wie 1 sein, und daher lisst sich wie vorher

Uit — Oy = P (Gugt Ruge -+ - %)

setzen, und der Beweis wie oben zu Ende fihren.
Sollten unter den Coéfficienten von fz Briiche vorkommen, so setze man

«a a,
fx=2a"+ ta 4+ a4 —{——

ay a,
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.und bestimme a,, «;, ... a, als ganze Zahlen, so erhilt man

y — — —
@' f(fta) =y +ay FaanyT” + o aozfln_3 + oo+ g

Sind nun die Wurzeln von fa niimlich «,, a,, . . . «, simmtlich unter sich verschieden, so sind anch
die Wurzeln von

Vray"t o0+ e a0

unter sich verschieden, weil diese a,0,, @0, . .. @, a, sind. Bestimmt man nun aber p so, dass

simmtliche Werthe, die sich aus dem Ausdruck
g 0+ pagos + . . plag o,

durch Permutation der Grossen «, ;. @, %, . . . a4y o, ergeben, verschieden werden, so muss dasselbe

auch von den Ausdriicken gelten, die aus

ay +pa,+ prag + ...+ P,

dureh Permutation von a«,, o,, . .. o, hervorgehen.
§. 4. Lehrsatz. Haben o, o, o; ...« und p die ihnen im vorigen §. ertheilte Bedeutung,
so kann man durch jeden Werth von der Form

ap - p oy, + Py, o Py,

WO gy Uy ..., die Zahlen 1, 2., .. 2 in irgend welcher Ordnung bedenten, jeden der Werthe
1 v ’ o) o J
dy, O, ... 0, rational ausdriicken, und mithin jede rationale Function von «,, @,, . . . a, als rationale
i ) [ 29 n
Funetion jenes Werthes.
Beweis. Bezeichnet man

Uy, + Py, -+ Py, + oo 4 p T a dureh Pl )

und simmtliche Werthe die F(i,,4,... 4, annehmen kann mit o, ¢, 25 ... 225, @y, indem hier
den Zahlen g, . py ... p, die Werthe 2, 3,... 2 in allen méglichen Ordnungen beigelegt werden, so ist

(@—v) (o

ein Ausdruck , der sich nach den Potenzen von @ — o, entwickeln lisst, und dessen Coéfficienten sym-

). (—vy . (n—i))

metrische Functionen von o,, o;, . . . o, scin miissen. Die symmetrischen Functionen von a,, a3,...a
lassen sich aber als rationale Funetionen von o, entwickeln, und man kann mithin

(z—2) (2—0,) . . . (@—0vq . ., (n—i)) = g(x, )

setzen, nnd hiermit eine Funetion von @ bezeichnen, deren Coéfficienten ganze Funetionen von o

sind. Bezeichnet man nun simmtliche Werthe von Vi, py...p)s WO [y foy M5 - - - b, die Werthe
w—t)s SO MUSS

(x—uy) (—us) . . . (r—ug. 25, .. n—i)) = g (v, )

sein. Sefzt man in ¢ (v, @) statt 2 einen der Werthe vy, vo, . .. 2y o . (yy. den wir mit v be-

zeichnen wollen, so verschwindet es, und setzt man statt a, das Zeichen fiir eine Unbekannte etwa y,

so kann man sagen dass g (z, y) und [y die Wurzel a, gemeinschaftlich haben.  Aber ¢ (¢, y) md

y kinnen keine zweite Wurzel etwa o, gemeinschaftlich haben, denn die Wurzeln von g (x, a,) sind

Wiy Uy o o Uy, o5 ... ay und diese sind nach dem vorigen §. von vy, vpy o o o ¥ 5 5., ut verschieden.
{
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Da also g (vy) und fy nur die Wurzel o, gemeinschaftlich haben kénnen, so lisst sich diese durch die-
Methode den grossten gemeinschaftlichen Factor zwischen g (v, y) und /'y zu finden, rational entwickeln.

Es ist wohl zu bemerken, dass das Resultat der Entwickelung dasselbe sein muss, welcher Dbeson-
derc Werth auch » yon den Werthen #,, v,, ... v, , @—1) Sein mag. Setzt man also a;=y», wo
71 eine rationale Function von v bedeutet, so erhiilt man

G =T =T0=TU0;=...=7V ... @t

Zugleich folgt aber auch dass

Qe =FU =FU=FU =. .. =TU_ 2 , (1)

sein miisse, weil die ehen angedeuteten Operationen in #, wie in » gemacht werden, wenn man o, an
die Stelle von o, setzt. Eine gleiche Bemerkung gilt natiirlich fiir die anderen Gruppen von Werthen die
J annehmen kann.

Anmerkung. Da in 72 nach der Natur seiner Entwickelung ein Zihler und ein Nenner enthalten

S

. . . . . . o N
sein muss, die beide rationale ganze Functionen von ¢ sind, so kann man yv = - setzen und ¢ und

gv als ganze Functionen von » anschen. Es ist mithin

R
N U I .(n—i))
v o =
EVI.EU . BV .. By s . (a1
Aber cvyev, ev; . .. 20, ., oy ist in Bezug auf a,, a5, ... o, symmetrisch, man kann es also

gleich einer ganzen Function von a, oder gleich @a, setzen. Man erhiilt mithin:

0oy (v e0pev. . .80 .. on) (BUy. 20y .. 8Uy, 5 .. _p) ete.

Coy POy ... PO,

T =

Der Nenner dieses Ausdruckes ist aber offenbar eine rationale Function der Coéfficienten voun [,
die man durch Z bezeichnen kann, und

(eraeevy .. 2wy 5 . o)) (Buy.8us .. .20y, @_y) ete

muss sich als rationale Funetion von #, darstellen lassen, da die Coéfficienten der Gleichung fiir ¢, ratio-
nale Functionen der Coéfficienten von fa sind. Bezeichnet man nun das Product von dieser Function

. . Vi e o Cpe . .
mit Sz, durch pz, so ist yo, = % Bs liisst sich mithin die Function 1 vy stets als ganze Function von

vy anschen, deren Coéfficienten aber gebrochene Funetionen der Coéfficienten von f sind.
§. 5. Lehrsatz. Setzt man:

1) oy +pas+ ploag 4. . o+ ple,
2) o +pos+po+ . Py
3) o +patpio .. pTe =1

e o o @ o & 4 o 4 e o o o e s o e o o o o o o 0

n) o, 4poy +pias ..+ p e =V,

so kann man die ganze rationale Function & V; von V, so bestimmen, dass
Vo=GV,, V=6GV,, ... V,=6GV,_,und V, = GV,

wird, und dass iiberhaupt wenn

(NN

I

U+ Py, +p o, + o P = U,

gesetzt wird, wo gy, @, . . . p, die Zahlen 1, 2, .. .2 in irgend weleher Ordmmg bedeuten,
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GU =a,, + poy, + ptty, + ...+ P o,
werde.
Beweis. Aus §. 4 ergibt sich dass o, = 7V, o, = 7V, und iiherhaupt «, = 7V, sei.  Multi-
plicirt man nun die zweite Gleichung mit p und zieht sie von der ersten ab, so erhilt man:
ol —p)y="r—"p,
mithin
= Da Vit P — D
’ P ?

s ist nun
‘“__1 v
P

denn durch dieselben Operationen kann man nachweisen, dass G U, oder

U + " — D10
P
Zusatz. Dao, = 7V, , an = 7V, ete. ist (§. 4), so kann man o, = vV, , on = yGV, , ay
= 1GGV, = 16V, und iiberhaupt a,, = 76"V, setzen.
§. 6. Lehrsatz. Bezeichnet man die Gleichung vom Grade 1.2 .3 ... 2, von welcher die
verschiedenen Werthe von ¥V Wurzeln sind, dureh FV = 0, und ist F V ein irreductibeler Factor von
FV,und V; und F, zwei Wurzeln dieses Factors, ist ferner

Vi=oay, +poy +p oy + oo+ p g, und Vy, = 6 + pdy + Pros 4+ . pie,,

N

wo 6, 0s, . . 0, die Werthe a,, 2,, . . . a
Funetion von V,, nitmlich AV, ist

9

2 — .
= o, + poy, +poa, + ...+ P, sel

in irgend einer andern Ordnung darstellen, und die ganze

n

= o, P, o P s
WO Ly, Moy - - - Py die Zahlen 1, 2,3, ... @ in irgend einer Ordnung darstellen, so ist auch
KV, =28, +ps, + ---+ P,
Beweis: Es ist
a, + poy, oo P, = 7TV 4 Py GV, + ...+ p G,

denn
a, = 76"V, a, = 76 ete. (§.5.)
Dividirt man nun

KVyund {6V, 4 pyG= Vi oo 4 G,

dureh F, V,, so miissen die sich ergebenden algebraischen Reste identiseh sein, weil man sonst cine Glei-
chung unter dem Grade von der Gleichung F, V' = 0 erhielte, die mit ¥, } = 0 cine Wurzel gemein-
schaftlich hiitte. (§. 1.) Man kann mithin

KV, =RV QF, + RV, wnd G Vb py 6o Vo g G =B GV R

setzen, wo Q V;, 0, V, und RV, ganze rationale Functionen von F, bedeuten. lst nun LV, eine andere
Wurzel desselben irreductibelen Factors F, ¥, so ist offenbar auch

FokV,.QkV, = REV, = F,kV, . QkV, + REV,,
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weil die ersten Glieder beider Seiten der Gleichung verschwinden und die zweiten identisch sind.
Setzt man nun £V, = 3, + pd + p’% + ... 4+ p'0,_,, so erhilt man
KEkV, = G [V, 4+ py G kV; 4+ ... 4 p'y G k1.
Es ist aber y G*='kV, = 4d,, (§. 5) umdl mithin
KkV, =3, + ps,, + p*%, + ... + p'3,.

Setzt man fiir £V, den Werth V,, so ist der Satz bewiesen.

Zusatz. Da sich simmtliche Werthe, welche durch Permutation der Werthe o, aus V) oder
o + poy + ... + p"'a, hervorgehen, als Functionen von a,, a,, ... a, anschen lassen, und diese
simmilich Funectionen von V| sind, so Lisst sich jede Funetion von a,, a,, . . . @, als Funetion des einen

Werthes ¥, ansehen. Sind nun V] und V, Wurzeln des irveductibelen Factors Fy Vy, unl ist V, = £V,
so ist auch £V, eine Wurzel desselben Factors, denn da Fy &V, = 0 ist, so muss Fyk V durch F\ V auf-

gehen, da es mit ihm eine Wurzel gemeinschaftlich hat; man kann mithin Fi 2V = F,V . QV setzen, wo
Q V eine ganze rationale Funetion von F bedeutet, und setzt man in diese Gleichung fiir V" den Werth V;,
soist F\kV, = F,V,. QV, = 0, wesshalb £V, ebenfalls einc Wurzel von F, V sein muss. Bezeichnet
man nun %AV, dureh 22V, kEV, durch £*V, ete., so miissen simmtliche Werthe Vy, £V, £*V,, I°V, ete.
Wurzeln von F,V sein, und da die Anzahl dieser Wurzeln cine beschriinkte ist, so miissen sie sich wieder-
holen. Es ist nun zu untersuchen, nach welchen allgemeinen Gesetzen dies geschehe.

§. 7. Ist ¥; und V7, bekaunt, und setzt man V, = £V, so kann man bereits durch Anwendung des
§. 6. k*V,, F*V; ete. entwickeln. Einige Beispiele werden hinreichen dieses zu zeigen.

Bezcichnet man a, -+ poy + .. . + p™a, durch (1, 2, ... %) wnd @, + pa, + p'a, + .
+ p"la,, dureh (g, oy - . . ), setzt man ferner n = 5 und V, = (1, 2, 3, 4, 5) md £ "

n
= (2,4, 5,1, 3), so erhiilt man folgende Entwickelung:

LoV, =(1,2,3,4,5)

BV, = (2, 4,5.1,3)
BV, = (4,1, 3, 2, 5)
EV, = (1,2, 5.4, 3)
BV, = (2, 4, 3, 1, 5)
EV, = (4, 1,5, 2, 3)

BV, = (1,2, 3, 4, 5),

denn da beim Uber rgange von Vy in &V, die erste Stelle in die zweite, die zweite in die vierte, die dritte
in die fiinfte, die vierte in die erste und die fiinfte in die dritte iiberging, so muss auch beim Uber gange
von LV, in /*F] dasselbe geschehen, also 2 welches dic erste Stelle inne hatte in 4 iibergehen, welches in
k V, die zweite Stelle inne hat, 4 welches die zweite Stelle inne hatte in 1 iibergehien, welches in V) die
vierte Stelle inne hat ete. (§. 6). Auf gleiche Weise sind folgende Beispiele gebildet:

L V,=(1,2,3,4,5) 0L V,=(1,2,3,4,5) IV. F,=(1,2,3,4,5)
EV, = (2,1,4,5,3) V= (2,3,5,1,4) FV, = (2, 4,5,3,1)
BV, = (1,2,5,3,4) BV, = (3,5, 4, 2, 1) BV, = (4,3,1,5,2)
BV, = (2,1, 3, 4, 5) BV, = (5, 4,1, 3, 2) BV, = (3, 5,2, 1, 4)
BV, = (1,2, 4,5,3) BV, = (4,1,2,5,3) BV, = (5,1, &, 2, 3)
BV, = (2,1, 5, 3, 4) B, = (1,2,3, 4, 5) Br,o=(1,2,3, 4, 8)
IV, = (1,2,3, 4, 5)
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§. 8. Lehrsatz. Wenn beim ﬁbergange von Vi in £V, o, in o, iibergeht, so geht auch beim Uber-
gange von £V, in £°F, a, in a, iiber, wesshalb dasselbe stattfinden muss, wenn £7F in A" 'V, iibergeht,
wo ¢ und r irgend welche von den Indices 1, 2, .. » bedeuten und m irgend cine ganze Zahl ist.

Beweis. Bezeichnet man Vy oder a; + pa, + pay + p*'o, durch (o, o . . ooty o o Lag ... @)
und £V, in welchem an die Stelle von a, der Werth a, und an die Stelle von a, der Werth o, getreten

ist, dureh (L ... o ... .. ... ), so kann man in diesem letzteren Ausdrucke alle Werthe von a
als Functionen von F,; ansehen, und erhilt

V= (... o000y G o000
und mithin

o A S o) Y A T ) (AN )

Es ist aber y G"'kV, = a,, denn «, nimmt die ¢* Stelle in £V, cin. Man erhilt mithin die drei Glei-
chungen

Py = (8 o oo v Oy e o a Gy e L G,

= (oo g ateon.l)

BV, = (oo e G e )
wodurch der Satz bewiesen ist.
§. 9. Da die Anzabl der verschiedenen Werthe von Vi, £V, IV, ete. eine beschriinkte ist (§. 6,
Zusatz), so muss fir irgend welche ganzzahlige Werthe von m und m, der Fall eintreten, dass £"*™F)
— ™V, wird. 1st nun m, die kleinste Zahl, welche dieser Gleichung geniigt, so muss auch A™V, =T,

sein, denn da
/‘,m-y'-m, Ifj _ limlrl — km,,:mlf; - ka’i — 0

ist, und A"V, wie oben bewiesen cine Wurzel des irreductibelen Factors F,V ist, so kann man in jene
Gleichung jede andere Wurzel von F,V cinsetzen. Sefzt man also fir "V, den Werth ¥y, so erhilt man
"V, — ¥V, = 0. Es wird mithin immer ecine kleinste Zallm' geben, die der Gleichung geniigt £™V,=VF).
Ist diese einmal bestimmt und 2 und y bedenten ganze Zahlen, so wird £V, = IV, scin, weun 2 = y
(Mod. m,) ist. Die Folge der Werthe Vi, kVy, £°V,, . . . . k™ 'V} soll eine Periode heissen.

Kennt man ¥V, und £V, so ist es leicht die Bildungsweise der folgenden Werthe, und die Zahl der
Glieder oder m, kennen zu lernen. Betrachtet man zu dem Ende das letzte Beispiel des §. 7, nimlich:

V= (1,2 3, 4 5)
KV, = (2, 4 8,3, 1)
BV, = (4 3,1, 5, 2)
BV, = (3,5, 2,1, 4)
BV = (5,1, & 2, 3)
BV, = (1, 2, 3, 4 3),

so geht heim Ubergange von Fyin £V, 1in 2, 2in 4, 4 in 3, 3 in 5, 5 in 1 iiber. Durch Anwendung
des §. 8 ist hierdurch die Folge der Zahlen in der ersten Verticalreihe der Parenthesen auf der rechten
Seite bestimmt, und muss sein 1, 2, 4, 3, 5, 1. Ebenso ist in diesem Beispiel die Folge der Zablen in
der zweiten Verticalrcihe bestimmt und ist 2, 4, 3, 5, 1, 2 ete. Fiigt man zu jeder Ziffer von F; die
unter ihr stehende von 4V, auf folgende Weise [1.2,2.4,4.3,3.5, 5.1], so soll dies Zei-
chen der ITndex der Periode heissen. Lituft die erste Ziffer durch alle n Ziffern hindurch che sie in sich

zuriickkehrt, so muss offenbar die Periode aus n, lier also aus fiinf Gliedern bestehen.  Kelrt die erste
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Ziffer aber bereits frither in sich zuriick, so muss der Index in mehrere Abtheilungen zerfallen. Da also
im ersten Beispiel des §. 7V, = (1, 2,3, 4,5) wd AV, = (2, 4, 5, 1, 3) ist, so bildet sich hier
der Index [1 .2 ,2.4,4.1 | 3.5 ,05 . 3] der aus zwei Abtheilungen besteht. Hieraus folgt, dass
bei diesem Beispiele die erste Verticalreihe aus den Ziffern 1, 2, 4, 1, 2, 4, 1, die zweite aus 2, 4, 1,
2, 4,1, 2, die vierte aus 4, 1, 2, 4, 1, 2, 4, die dritte aus 3, 5, 3, 5, 3, 5, 3 und die fiinfte aus
5,8,5,3,5,3, 5 bestehen miisse. Die ganze Periode muss aber offenbar 3 X 2 Glieder in sich
schliessen, weil sie aus zwei einfachen Perioden von drei und zwei Gliedern gebildet ist.

Aus diesen Beispielen geht nun offenbar der Satz hervor: dass wenn der Index fiir » Wurzeln in
m Theile zerfillt, von denen der erste m,, der zweite m,, der dritte m;, . . . der letzte m, Ziffern in sich
schliesst, wo also n = my + m, + my; + ... m, ist, — dass alsdann die Periode so viele Glieder in
sich schliessen wird, als das kleinste Vielfache von mi,, m, . . . m, angibt.

§. 10. Lehrsatz. Haben fa, a;, a,, . . . a,, p und V die ihnen in den vorigen §§. beigelegte
Bedeutung, so ist }im Allgemeinen die Wurzel einer Gleichung vom Grade 1 .2 .3 .....#n, deren
Coéflicienten rationale Functionen der Coéfficienten von fa sind. Ist nun f irreductibel und jene Glei-
chung fir Vist FV = 0, ist ferner FV = F, V. F, V... F,V, und die Factoren auf der rechten
Seite sind simmtlich rationale und irreductibele ganze Functionen von ¥V, so sind alle diese Factoren von
cleich hohem Grade, und dieser Grad selbst ist ein Vielfaches von a.

Beweis. Setzt man o, + poy + ... 4+ p"'a, = V, und nimmt an, V; sei eine Wurzel von
F\V = 0, so ist vV, = a, (§ 4), mithin haben F|.}V und fa die Wurzel a, gemeinschaftlich, und es
muss daher F V gleich einer Potenz von fV sein (§. 2). Da aber F\.F von demselben Grade wie F'V ist,
so muss dieser ein Vielfaches von # sein.

Wollte man nun voraussetzen F,F und F,V wiren von verschiedenem Grade, so mag F\V von ge-
ringerem Grade als F,V sein. Es sei nun eine Wurzel von F,V, ¥, so kann man ¥, als rationale Funetion
von V; ansehen, da sich alle Wurzeln von F¥, durch jede rational ausdriicken lassen. Setzt man daher
Vo, = kV,, so muss F, .V mit F,J eine Wurzel gemeinschaftlich haben, desshalb miisste ', }" eine Potenz
von F,J sein (§. 2), und der Grad von F. V wire mithin ein Vielfaches von dem Grade von F,J. Der
Grad von F, J stimmt aber iiberein mit dem Grade von F\V, nnd es miisste daher die kleinere Zahl ein
Vielfaches der grosseren sein.

§.11. Lehrsatz. Die Substitutionen, vermige welcher eine Wurzel des Ausdruckes F,V in eine
andere desselben Ausdruckes iibergeht, sind dieselben wie in jedem der andern Ausdriicke F,V, FyV... F,V.

Beweis. Gesetzt

a4 poy A+ plag . pTla,und 8 4 pS, 4 PRE 4+ oL+ PR,

seien zwei Wurzeln von F\V, wo 8, 05, . . . 6, mit a;, a,, . . . a, bis aul die Ordonung iibereinstimmt, und
cine Wurzel von F,V sei die ganze und rationale Function % von o, +pa, . . . p"'a,, so muss F, /= F, V'
sein (§. 2, 10). Mithin sind zwei Wurzeln von F,V die folgenden beiden:

k(a, + pas + pag + ... p'a) und £ (B, -+ po, + pG; + .. . pie).
Setzt man aber
k(ay + pos + plag + ..o + pi'a) = a, + pa, 4+ ...+ pla,,,
so ist
k@ 4 pé + p'o + ... +p78) =23, + po, + po, + ... Pl
Die allgemeine Substitution, durch welche
ay 4+ pay - piay + oo pTle, in g+ pl + pio + .. ptTls,
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iibergeht, besteht offenbar darin, dass o; dureh ¢; substituirt wird, wo ¢ einen der Indices 1, 2, 3, ... u
bedeutet, und die allgemeine Substitution, dureh welehe

+pay, + pla, + oo p e i S, 4 opo, 4 N, L+ P,

iibergeht, besteht darin, dass a, dureh 6, substituirt wird. Offenbar ist aber die Bedeutung dieser Sul-
stitutionen dieselbe.

Zusatz. Ls folgt hieraus, dass die Indiees der Perioden, welehe in /7 F7 enthalten sind, durch blosse
Veriinderungen der Abtheilungen, in die Indiees der Perioden iibergehen, welehe in /) enthalten sind,
oder dieselben sind, und dass daher die Perioden, welehe in den einzelnen Factoren F\V, F,V, . . . F 17
enthalten sind, aus gleich vielen Gliedern bestehen miissen.

§. 12, Lehrsatz. Ist fa irreductibel und vom Grade #, ist 2 eine Primzabl, und sind o, a,,...q,
diec Wurzeln von fur, haben ferner V, FV, |V, F,V, ... F,Vund GV die frithere Bedeutung (§. 10,
§. 5), so muss ciner der Faetoren F\,V, F,V, ... F,V die Periode V, GV,, G°V, . .. G"'}} in sich
schliessen, d. h. alle diese Werthe miissen zu seinen Wurzeln gehéren, wenn V] eine dieser Wurzeln ist.

Beweis. Die Ausdriicke FYV, I\ V, F\.V, . .. Fy_,_,V sind entweder simmtlich unter einander
versehieden, oder simmtlich gleich: denn wiiren zwei Ausdriicke dieser Art gleich, so erhielte man eine
Gleiehung von der Form:

oV, =F

Igx+¥ 1GxI
wo @ und @ -+ y Zahlenwerthe ans der Reihe 0, 1, 2, 3, ... n—1 sind.

Bestimmt man nun z so, dass @ 4 y + 2 = nist, so muss IV = I Vsein. Da nimlich
Fy .,V = F,JVist, so muss man auch dieselben Ausdriicke erhalten, wenn man in beiden Ausdriieken
statt ihrer Wurzeln, dieselben rationalen Functionen G* dieser Wurzeln setzt. Das Resultat dieser Ope-

ration ist aber offenbar durch die Gleichung

F, V=F._.LbN

GrNFY T
ausgedriickt.  Da nun aber » 4+ y 4 v = nist, und "} = V sein muss, wenn F einen Werth von
der Form

pay + pag + ., + P,

bedentet, so muss

F‘G"’ =5 Fl/”
sein, und man erhilt
I ... V=KV

Setzt man nun statt -+ : den Buchstaben s, so folgen aus der Gleichung Iy} = F, [} dic folgenden

PV = Fo W, FL.V = F .V ee.,

fas 162s

welehe man aus der ersten Gleichung erhillt, wenn man statt ihrer Wurzeln die rationalen Funelionen
G, G*, G* cte. hinter einander einsetzt. Da aber s oder 2 4 2 kieiner als » sein muss, so sind die
Werthe s, 25, 35, ... (n — 1) s simmtlich nach dem Model @ verschieden, oder lassen durch » ge-
theilt verschiedene Reste. Offenbar wird aber G*V = G"V sein, wenn is =» (Model ) ist; aus glei-
chem Grunde muss F, V= F, J sein, wenn 7s =7 (Model #) ist. Legt man aber dem 7 alle
Werthe von I bis  — 1 bei, so wird man dem Reste » dieselben Werthe beizulegen haben, wenn auch
in anderer Ordnung. Dureh die Gleichungen

FV = F )V = F .V e,

Denkschriften d. mathem.-naturw, Cl. V. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. u
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ist also dasselbe ausgedriiekt wie durch die Gleichungen:
F\V = F, V= F_,V=FgiVete.,
woher diese letzten stattfinden miissen, wenn
F, .. W= F_V ist.
Fs muss nun aber nothwendig eine von den folgenden Gleichungen stattfinden:
Y =F)V, FV=FV....FV=F/

Gesetzt niimlich, F,J” wiire nicht gleieh F, V', so wiiren die Ausdriieke F\V, F\ .V, IF\.V, ... F, V

n versehiedene Ausdriieke ans der Zahl der Ausdriicke F\J7, F,V, ... F,V. Bezeichnet nun F,V einen
jener Ausdriicke, der nieht in den letzten enthalten ist, so miissten aus gleichem Grunde F,V, F, V,

eo— 1

F,.V,...F, ..V, nandere Ausdriicke aus diesen sein, und es folgt daher nothwendig dureh fort-
gesetzte Schliisse derselben Art, dass n ein Theiler von m sein miisse, wenn keine von jenen Gleichungen
in Erfillung geht. Setzt man aber den Grad von F\V gleieh n: (§. 10), so ist der Grad von FV gleich

o

der Zahl m . nv, derselbe ist aber auch gleiech 1 . 2 . 3 ... %, man erhiilt mithin die Gleichung

m.ny=1.2.3...n

und mithin

1.23...(n— 1)

2

m =

Da aber n eine Primzahl ist, so kann m kein Theiler von n sein, und es muss daher eine der Gleichungen

FV=FJV,FV=FV.... FV=F/7V

mg

bestehen. Wire nun FyV = F| V, und V; eine Wurzel von I}V, so miisste aueh nothwendig GV, eine
Wurzel von £,V sein ete.

§. 13. Hauptsatz. Ist fw = 0 eine irreductibele Gleichung von einem Grade 7, der eine Prim-
zahl ist, hat man ferner zwischen den Wurzeln o, a,, . . . 2, von fr irgend eine rationale Gleichung.
deren Coéffieienten so wie die von f rational sind, so kann man diese Wurzeln so ordnen, dass, wenn
man sie dureh 3, Bas B3s - - 3, bezeichnet, und die Gleichung, welelie zwischen ihnen hesteht, durch
(B33 . - - B = 0, nothwendigerweise aneh die folgenden (# — 1) Gleiehungen stattfinden miissen:

E(szsp4---@nﬁi)=0 : E(pspfﬁdﬁiﬁz)”——o ----- E(Bnﬁiﬁ‘l"‘pn—?ﬁu—i):o'

Beweis. Gesetzt F\V sei der Faetor von FV, von dem ¥, and ¥, Wurzeln sind, so ist
Vi =0+ pB + B+ - P Bund GVy = By - pBs + PR+ -+ PR

Nun ist aber
=1V B = 16V Bo= 16T (S 5)s
mithin 1st

E Bo.r B =5 1GVL G 16T = 0.

Da aber auch GV, eine Wurzel der irreduetibelen Gleiehung FiV = 0 ist, so muss die letzte Gleichung
auch stattfinden, wenn man GV statt V; setzt (§. 6). Man erhilt mithin:

GV Y6V, {6V . 16T = 0.
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Setzt man statt der Ausdriicke unter dem Functionszeichen Z ihre Werthe, und bedenkt, dass 16"V, = j3,
sein miisse,, so erbillt man £ (3, 35 ... 3, 3,) = 0. Wirde man statt &V, in die obige Gleichung
G*V; cingesetzt haben, so wiirde man (3, 3, . . . 3, B, 3.) = 0 erhalten haben ete.

§. 14. Lehrsatz. Zwischen den Wurzeln einer irreductibelen Gleichung /o0 = 0 von einem
Grade u der eine Primzahl ist, kann keine Gleichung des ersten Grades stattfinden, deren Coéflicienten so

wie die von f.r rational sind
1

ausser der bekannten Gleichung, dass die Summe der Wurzeln dem nega-
tiven Coéfficienten von "' in [ gleich sei

Beweis. Man denke sich die Wurzeln so geordnet, dass man mit ithnen die Substitutionen desvorigen
Paragraphen vornehmen kann. Bezeichnet man dieselben nun mit 3,, 3, ... 3, und mit A}, 21, ... A, sind sie
und J/ rationale Zahlen, so sei die vorausgesetzte Gleichung des ersten Grades A, 3, + A, 3, + A; 3
+ ... + A, f, — M = 0. Durch Anwendung des vorigen Paragraphen erhilt man folgende

n Gleichungen :

4‘11 ‘91 -+ f13 lgg + 1'13 Ig‘; + P jln—l ﬁn—l '—|" jlu 3" =S5 l]l
Al {32 + ['12 lg_; + 113 BJt —i“ PR 44nk] ﬁn + _11“ B[ = j’[
Al |33 + f‘g (54 "*" 443 ‘?)5 + « o fiuki (?'l + jln 32 - 1]]

.
.

.. f/lnAI Lgn—E + -Au @u—] = ‘[,I

A, tgl + A4 B,

R
e
+ .

Bezeichnet man durch @ eine Wurzel der Gleichung 2"— 1 =0, und multiplicirt die erste der obigen

Gleichungen mit 1, die zweite mit @, die dritte mit w®, ... die letzte mit ' und addirt simmtliche

Gleichungen, so erhiilt man:

B+ Bzw + {33 o 4 ... fa O ) (4 + Ao e A e 4 A, w)
=M+ oo ...+ 0"

Ist nun o nicht 1, und man legt ihm hinter einander die Werthe w, ©*, o . .. 0", ©" bei, und bedenkt,
dass 1 4+ o + o® 4+ ... 4+ o' = 0 sei, so erhillt man folgende # Gleichungen :

G+ Bo+Bo . fe ) Ao Ay LA,
Bo Boof b Boob 4 oo B 0 ) (o, 0 A 00 L,

G+ oo™ B4 B 0t) (U Ao Ao’ g 0 ) =0
By 4+ 0B+ 3+ B A A+ A+ A) =l

Sind nun aber die Coéfficienten A, , A,, ... A, nicht simmtlich unter cinander gleich, und ist die
ganze Zahl m < n, so kann kein Ausdruck von der Form

Ay A, 00 A4 o™ A o
verschwinden, weil bekanntlich die Gleichung
1 a2 +...+La2""'=0
irreductibel ist, wenn z eine Primzahl ist, mithin simmtliche Wurzeln mit der Gleichung
A+ Ay 4 Ay Lo A, e =0

gemeinschaftlich haben miisste, wenn jener Ausdruck verschwiinde, und dies nur stattfinden kann, wenn
Ay = A, = A, = ... = A, ist. Danmun keiner der rechten Factoren in jenen Gleichungen ver-

uO
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schwindet, so miissen alle linken Factoren bis auf den letzten verschwinden. Man erhiilt mithin folgende

n — 1 Gleichungen:
trdte e Be St =
1—{—%(1)2—{—:2—?(»4 e %m“"‘”:()
1+ % o 4 ‘—Zi WV % 0 = 0,
g "1 i1

und dividirt die erste durch o™, die zweite durch o™ . . . die (2 —1)* durch 0@ ™ nnd addirt simmt-
liche Gleichungen, so erhiilt man
—%é‘—“— = n oder 3, = §,.
1

Diese Gleichung kann aber nicht stattfinden, weil eine irreductibele Gleichung nicht gleiche Wurzeln
haben kann. '

Zusatz. Es lisst sich nun leicht nachweisen, dass A4, 3, + A, 3, + ... + 4, p, durch jede
Permutation ungleicher Werthe der Ausdriicke A,, 4,, . . . A, einen andern Werth annehine. Bezeichnet
man némlich dieselben Werthe, aber in anderer Folge, mit 5,, B,, . . . B,, und setzt:

4'1116‘1+A2i32+"~*4n8n=31ﬁ1+B2B2+"‘+Bnpn9

s0 miisste

.{11_B|=A2 Bg——"_Ag——B:;:.-.IIn—Bn

gleich irgend einem Zahlwerthe x sein, Dies ist aber unméglich, weil dadurch, dass man von allen Zahlen
A, Ay, .. . A, einen bestinmten Zahlwerth ~ abzieht, nothwendigerweise eine andere Zahlenrcihe ent-
stchen muss, als B,, B, ... B,, die aus den Werthen von A,, 4,, ... A, znsammengesetzt sein soll.




